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A steady 1aminar f10w of an incompressib~e non~Newton­
ian f1uid ( power 1aw f1uid ) in the in1et reg ion of rec-
tangu1ar duct was studied by the theoretica1 ana1ysis us-
ing finite difference methods and the experiment on pres-
sure drop. Theoretical predictions were cornpared with ex-
perimenta1 data and ana1ytica1 resu1ts availab1e and the 
agreement was shown to be satisfactory. Therefore， the 
pressure drop and the ve10ci ty distr ibution in the in1et 
region were discussed on the basis of typica1 cornputations. 
工t was shown that the ve10city in the duct center and the 
pressure drop of a non-Newtonian f1uid were srna1ler than 
those of a Newtonian fluid， the in1et length of a non-New回
tonian f1uid was 1arger than that of a Newtonian fluid and 
the additiona1 pressure 10ss in the in1et region was srnal-
1er in a non-Newtonian f1uid than in a Newtonian fluid. 
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1 緒言
非ニュートン流体が容器から管路へ定常層流状態で流入するとき，管路の入口部分花形成される
助定域流れは，富田 1)とBogue2)が指数則流体の円管内流れを積分法により解析して以来，多くの
研究者により，解析と実験の両面から調べられてきた。その主要なものの概要をまとめて表 1JC示
した。1)-紛 ζの表より，指数則流体の円管内流れが多数をしめるが，平行二平面聞のチャンネル流
れや二重円管内流れについても研究がお乙なわれているのが見い出される。しかし，管略が長方形
管である場合については，その基礎方程式が複雑』となるため解明がおくれ，指数則流体の正方形管
表 1 非ニュートン流体の定常層流助走域流れ
Investigator Year Shape F1uid Theoretica1 Experimenta1 
1) Tomita .， 1959 Circu1ar Power 1aw Integra1 
2) Bogue -， 1959 Circu1ar Power 1aw Integra1 
Tomita 3) 1960 Circu1ar power 1aw Variationa1 
Co11ins and Schowa1ter 4) 1963 Channe1 Power 1aw Patched 
Co11ins and Schowa1ter 5) 1963 Circu1ar Power 1aw Patched 
6) Kapur and Gupta UI 1963 Channe1 Reiner-Phi1ipPoff Integra1 
7) Kapur and Gupta '1 1963 Channe1 Power 1aw Integra1 
8) Metzner and White UI 1965 Channe1 Viscoe1astic Integra1 
?
? ， ，
? ?
? ?
??
??』
?
?
??????????? 1965 Circu1ar Bingham Variationa1 Pressure 
1966 Circu1ar Viscoe1astic Integra1 
11) Gupta 
12) Kobayashi and Tomita 
Chen et al. 13) 
1967 Circu1ar Reiner-Riv1in Integra1 
1970 Circu1ar Viscoe1astic Integra1 Pressure 
1970 Circu1ar Bingham Integra1 
14) Gupta 1970 Channe1 Power 1aw Integra1 
15) Sy1vester and Rosen 1970 Circu1ar Power 1aw Pressure 
??，?
『 ，
?? ???
? ?
???
、 ，
???
?
?
?
??
??
????? ? 1970 Circu1ar Power 1aw Pressure 
1971 Circu1ar Power 1aw Ve10city 
1972 Square Power 1aw Numerica1 
19) Bi1gen 1973 Circu1ar Viscoe1astic Integra1 Pressure 
Tiu and Bhattacharyya 20) 1973 Annu1ar Power 1aw 
21) Bhattacharyya and Tiu _.， 1974 Annu1ar Power 1aw 
22) Tiu and Bhattacharyya -1 1974 Annu1ar Power 1aw 
Liu and Shah 23) 1975 Annu1ar Casson 
Integra1 
Pressure 
???? ? ???? ???
Numerica1 
Soto and Shah 2的 1976 Circu1ar ，. =τg+α|す|符
25) Sa1em and Embaby _JI 1977 Square Power 1aw 
26) Chandrupatla and Sastri _UI 1978 Square Power 1aw 
Numerica1 
Pressure 
Numerica1 
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内助走域流につき， Currら18)とChandrupatユa-8 astri 26)が差分法により解析し，数値計算
例を図示したものと Saユ8m-Embaby25)が積分法による圧力降下を実験結果により検討したも
ののほかには，ほとんど報告されていないようである o
そ乙で，著者らは，非ニュートン流体として指数則流体を考え，乙の流体が大きな容器から水平
に設置されたまっすぐな長方形管に一様な速度分布で流入し，入口助走域において流れを発達させ，
完全発達流れになるまでの定常層流について，
差分法による解析法を提示する。次いで，長
方形管の助走域から完全発達域にわたる管軸
方向の圧力降下について実験し，それらの結
果と解析結果を比較検討し，本解析法の有効
性を確立する。さらに，数値例により，助走
域における速度の発達状態を解明し，助走域
における付加損失ゃ助走域の長さが流体の非
ニュートン性や長方形管の形状により，どの
ように変化するかを明らかにする。
Y 
? ?
図 1 座標と流れ
2 理論
2.1 基礎方程式
図 1のような直線直交座標系 (x，y， z)におかれた長方形管に非圧縮性の非ニュートン流体
が z-0の断面から定常層流状態で流入している場合を考える。乙の流れ場を支配する運動方程
式と連続の式K境界層近似を適用すると，
ρ[み+uZ+ω到=-2+之[η(d)対+計(d)・対
? ?? ????
?
??
???
?
?
?
?
?? ?
?
?
??
、 ? ，
?
?? ??? ? 、
、????
??
?
?
?
?
? ?
、 、
?、?? ? ????
?
?
???
、 、
??
(2) 
と，
となる。式(1)の η(LI)は非ニュートン粘性関数で，非ニュートン流体として指数則流体を考える
π-1 
η(d) =med 2 (3) 
となる。式(1)と式 (2)では，方程式と未知数の数が一致しない。そ乙で，式(1)に対し， Comini 
らの手法21怪適用し，
r aω aw θ叩 1 d ρIU:LV+V ヱー+ω一三1+~p ~ρω ・ ε (z) e ~W ー ρ ・ L(z)I LV ax . v a y . LV az I ' dz θz 
と近似し，式 (2)を，
(4) 
(5) わな+主 =0→ 10b1: [ま+む+剣山・dy= 0 
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Z方向に補助座標Cを，と巨視化する。さらに，
( 6)dz = e( z ) -dC 
により導入すると，式(1)と式 (5)は，
+走[η(ルたJ+会[η(侍)aw ρw一一=θc (7) 
(8) 
となる。両式より， ω(x.y. z )と L(C)が決定される。 pとEは式(1)とエネルギ式[式(1)
×ω]のz= const.での断面内巨視化近似により
fob foa Wωy =cons七=w・ab
Po-p=幻bfoa (ω2-ii?)山内+fo' e( z)・L(C)dC (9) 
( 10) 
ρ会[1ob10a (五一ω2)ω]
( z ) ~ J.^J，a[( ~ -1りたいはいかえいは)・含)}]ω
zとcの関係は，式 (6)より，
z=必(z)d'~ J:' rρ約biV-w川|
Jo lfobf[( ~-1) {えか(.J)支)+去(η.J)・:~)J]叫 (1 ) 
となる。さらに，
乙れらの支配方程式を無次元表示にするために，次のような諸無次元量を導入する。
cc a拠 一一ー一一一ーーーー
2 b -Re ' 
である。
(12) 
α=ド1
(す)
z. = z • ーーーー 一ー一一一ーー
2 b -Re ' 
L-=4T， 
w 
b-Re 
?
?? ??
p*=.po-p 
すρω2
?
?
? ??
w=さ，
w 
ρは流体Poは長方形管入口断面の圧力，乙とで， αは長方形管の縦横比，石は z方向の平均流速，
の密度であり ，Reはレイノルズ数で，
R ρiij2-n Den ( 4α ¥n pijj2-ηn 
e - m ¥α+11 m (l~) 
(14) 
で与えられる。式(7)--式01)は，
ZZ2Y+ckF・造+芸岩w+川F・£;+ZJL)v]
i1i1WdXdY= 1 
的lfol(タ3吋ω4
C Ial~1 [(Wー1){(F-ZE+芸針F叫F・5E4£)FijdXdY
P*= 2flfl (W-l )dXdY+ 4i'*e.-L*dC・
〆J 的引÷F叶 dXdY] l 
J
o v，' 1，' [<WーlHいる+お)w+α2(F'・52+お)刈叫
となる，乙れらの式中のCとF(.d*)は
C = ~~ -(よr n-I F(，J*)=[，J・]--z 
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(15) 
(16) 
(17) 
(19) 
である。本論文では，流れ場の対称性を考慮し，関 lのような四半領域(0豆X豆 1，0孟Y豆 1、
z・~ 0 )比おいて，境界条件
長方形管入口断面 Z*= 0・W=1 ， P* = 0 
長方形管壁 x= 1， 0三五Y三五 l…117= 0 : Y= 1， 0豆X三五 1…W=o (20) 
長方形管軸上
。W _ . _ _ _  _ 8W 
Y= 0， 0三五X豆卜・・一一 o・X= 0， 0三玉Y豆 1…一一 o。Y f)X 
のもとに，式(14)--(19)の連立方程式系を解き
Rア=W(X，Y， Z*)， p*=p. (Z市) (21) 
を決定する。
2.2解法
基礎方程式は差分近似し，電子計算機lとより解いた。式(14)を差分近似するため，長方形管内の
四半領域を図 2のように CM x M )の格子応分割し，各格子点を原点Oから X，Y方向陀番号を付
けて Ci，})， Ci， ;"=1，2……M + 1 )で表す。また，格子点間隔を原点 Oから順に，
hl > "'2……んMで表す。 Z*方向(C'・a方向)は長方形管入口から順1[" ，J C * 1 C l = 1， 2……) 
で分割し，各断面を入口も含めて，添字 l= 0， 1， 2……で表す。また，次のような記号を導入
する。
i k '~r k ， ， k '" ~l _. k _. k 1 
MFtjk=C12Fl.hW(ト1)j (ーお+んー I)Wi!+れ lWC件1)竺 17(i+o/r;-Wcト1)/I (別)
L - hiん-1Chi+hi-l) θX んけんj-l J 
i k " " '~r k ， ， k '" ~l _. k ~ k l 
1 TYr. ，k_ r> I ()pl ん{TftU-!) (ーんj+んj-l)Wi!+んj-1WiU+l〉 θF"U7iU+l)'"-Wi(j 1)fI; I 
O;'Wi{=C卜2F・ 一一・ I (22-2) l んjんj-l(hj+hj-l) f)y hj+んj-l
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式(14)に， AD工法的を適用して解く。すなわち，式(14)を，
Fd'-Wi ;n _ Ir IVU.+Wiinl _1 
，_"， -2L・+0';1" ~J n"" ~J 1+時Wi(.:1c.Cn+1) uLJ I "'l 2 J 
民j"-Wijn r) T. I ~ 1 rWij・+Wijnl."l rFi11vil-「.::1 c.(n+~) = 2L・+O，; ".J ~"'J ，+ô~l".J ~".J 
のように 2段階にわけで
WeM十川=wt(M+l)=0 
F品+ω=WieM+l)=0 
Wil=Uケゐ wtj=w2*j 
wi~ =W;; ， W;j =W;j "t~ "IJ rr ~J 
i， J 1， 2… M+l 
の境界条件で解く。解法の手順の詳細を図 3le示した o
3 実験
3.1 装置と方法
実験装置の概略を図 4le示した。供試液体
は，主タンク⑨からねじポンプ①により，オ
ーバフロータンク②にくみあげられ，一定液
頭のもとで，貯液槽③から長方形管④を流れ，
粘性決定用円管⑤または⑥をへて，流量壱計
量タンク⑦と台ばかり⑥で測定され，主タン
クにもどされる。液体の粘性が大きしオー
V 
M+1 MケIIIIIL/I〆ノノノ〆LLL/ν 
h 
h 
2 
h 
2
1~ h， 2 n2・・ M?1
図 2 差分分割と格子点
(23・1)
(23・2)
(24) 
図 3 計算の手順
パフロー方式の圧力分布の観測が困難となる
時には，直接循環方式を採用した。供試長方
形管は，アクリル製の全長 3.6mのもので，縦
横比αが 1(正方形管)， 2および 5の三種
類で，貯液槽からの管入口部氏は丸みがつけ
られている。長方形管の管入口からの圧力分
布は，多管式マノメータで測定したが，圧力
測定孔の配置を図 5Jr.示し，図中に，供試長
方形管の主要諸元を併記した。供試液体は長
方形管を通過後，二種類の円管部(直径
は 15.47mm， Iは9.33mm)のどちらかを通る
が，それぞれに，圧力償失測定孔(距離 800
mm)を設置し，それを円管流式レオメータと
して用い，液体の非ニュートン粘性の決定に
使用した。
3.2 供試液体
ニュートン流体としては，グリセリン水溶
液を使用し，非ニュートン流体としては， H
EC (Hydroxy EthyユCeユulose)の水
溶液を用いた。溶媒は，水道水で，特別な化
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① SCREW PUMP 
② OVER凡OWTANK g日間IR
RB二TANGULARDUCT 
gCI…PIPE 1 CIRCULAR PIPE :n
FLOW MEASURING TANK 
⑧ PLA TFORM SCALE 
($ MAIN TANK 
図 4 実験装置の概略
? ?
図 5 長方形管の主要諸元と圧力測定孔配置
学処理などは行わなかった。供試液体の流動特性 (τω，-8w/D)は，本実験範囲では，指数則モデル
. I 8w ¥n 
τw= m' • ¥ D) 
であらわされた。そ乙で，供試のHEC水溶液は，指数則流体
?
??
?
?
??? ??
mニゲ/(ヰr
(25) 
(26) 
であるとし，非ニュートン粘性関数の物性値(m，九)を決定した。それらの一部を表 2Jr.示し，
表 2 供試液体の非ニュートン粘性
α n m' (pa.sn) m (Pa.sn) 80/D (1/S) 
0.8296 0.08344 0.08005 179 -1536 
1 I 0.7900 0.08280 0.07869 218 - 2130 
0.7484 0.2289 0.2156 193 - 907 
0.9214 0.03084 0.03025 101 - 874 
0.8512 0.05814 0.05606 87 - 880 
2 
0.7776 0.1698 0.1609 31 - 794 
0.7404 0.2014 0.1893 78 -1034 
0.9590 0.01496 0.01480 48 - 751 
0.8867 0.04405 0.04284 47 圃 790
5 
0.6963 0.2127 0.1979 57 -1168 
0.6760 0.2809 0.2602 53 - 1190 
50 
? ? ?
10 
n~0.9214 
1It=O，03084(凡S、)
50 8害ω500 1000 2000 100 
図6 供試液体の流動特性
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その基礎となった流動曲線壱図 6~r.例示した。
4 検討
4. 1 圧力降下
長方形管の入口助走域における P.とZ・の関係の実験結果を，図 7-図 9Jr.図示し，それぞれの
解析結果を実線で記入した。各図の (a)図は，ニュートン流体のもので，実線は π=0.999の計算
結果である。また，各図の実験結果は 3-5種類のレイノルズ数における結果を総合図示したも
ので，レイノルズ数の差異はZ.の形で統合される。乙れらの図より，解析結果は，実験結果 (α
1 -.5 ，九=1-0.6 )と満足すべき一致をみせる乙とがわかる。次陀，図10は， Currらの正方
???
，?
??
??
α= 1 
n=0.7484 
ーー Theoret i CQ I 
o Experimenlal 
--
---ーー----・--- Fully develop珂from entrance 0 
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 
* 豆
(c) π= 0.7484 (非ニュートン流体)
???
『?
?
? ?
?? ?
() = 1 
1¥=0.8296 
一 Theoret ica I 
o ExperirT漕ntal
----/dFe--t//f二一F，ully的 lopedrrom entrance 
o 
o 0.01 0.02 0.03 0.04 な05 0.06 
本z 
(b) 九=0.8296 (非ニュートン流体)
6 
5 
ぴ=1 
札=1 
???
?
??
??? 一 Theorelical 
o Experimenlol -------- ー -171Ltz担問。。0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 
* z 
(a) π= 1 (ニュートン流体)
図7 圧力降下 (α=1 ) 
????
『
?
『?
?? ?
d = 2 
れ=0.7404 
一 Th旬 retical
o ExperilT官ntal
M1 M2 QOO Q~ M5 M6 
ど
(c) π= 0.7404 (非ニュートン流体)
????
『?
??
???
01 = 2 
n=0.8512 
一.Theoretical 。Experimenlal
0 
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 
豆本
(b) n = 0.8512 (非ニュートン流体)
6 
5 
4 
K 
3 
2 
0 
0 
α=2 
n=l 
ーー Theo開tical
o Experimental 
----，--- 一-wtnrほど
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 
豆本
(a) 九=1 (ニュートン流体)
図8 圧力降下 (α=2 ) 
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形管 (α=1 )における解析結果的と本解析結果を比較したもので，両解析結果はよい一致をみせ，
本解法が妥当な結果を与えるものである乙とが確認される。さらに，長方形管の縦横比αを変化さ
せたときの本解析の数値計算結果を図1UC示した。以上のような図示から， (1)非ニュートン指数
則流体のP咽は，ニュートン流体にくらべ，より小さく，非ニュートン指数九の減少と共に減少す
るI (2) P.は，同一性状の流体では，流体の非ニュートン指数n'C独立に，長方形管の縦横比α
の増加と共に減少する(lE方形管が最大)I 乙とがわかった。
4.2 速度分布
長方形管の助走域における速度の発達状態について，数値計算結果により検討を行う。長方形管
の中心 (Z.軸)の速度WcとZ.の関係を図12K示した o WcはZ.の増加と共に増大し，一定値比
漸近するが，Wcは非ニュートン指数nの減少
6 
5 
0( =5 
n=0.6760 
4 
a 
3 
2 
一 T同 oretical
o Experimental 
一--F:ullydeveloped 
from entrance 
0 
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.0 6 
判KZ 
(c) η= 0.6760 (非ニュートン流体)
????
『?
?
? ?
0( =5 
n =0.88 67 
一 Thωretical 
o Experimental 
2 
( 1→2/3→1/3 )や縦横比αの増加(1→ 2 
→5 )と共に減少するのが見い出される。次 ~C ， 
速度分布の発達をみるため陀，長方形管のX軸
?。?
?? ol =1 
一一-Present 
一-Curr(18)
様 5
a 4 
3 
2 
o 
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 
z* 
図10 圧力降下 (α=1 ) 
(b) π= 0.8867 (非ニュートン流体)
0.010.020.03p.040.05a068 
z 
6 
5 ぴ=5れ=1 
4 一 Th伺 retical
o Experimental 
をー
CL. 
3 
? ?
???
?? 一一ー Fullydeveloped 
from entrance 
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 r 
(a) 九=1 (ニュートン流体)
図9 圧力降下 (α=5 ) 
? ，
???
『?
?
??
???
一一 0( = 1 
o 
o 0.02 0.040.06 0.08 0.10 
r 
図1 圧力降下 (α=1--5) 
飽上，Y軸上および中心と角を結ぶ対角線上 (X
=yと表示)の速度分布の発達の状況を，図13
~図16に示した。図13は，正方形管についての
Currらの解析結果的との比較であるが，ほぼ
完全児一致する。図14--図16は， α1， 2お
よぴ5の本解析結果で，速度分布は，非ニュー
トン指数九の減少と共により偏平になり，非ニ
ュ一トン流体ではニュートン流体にくらべ，よ
2.5 
2ρ 
一- 01.=1 
---d. = 2 
----d. = 5 
~ 
x 
1.5 
1.0 
o 0.02 0.04 0.06 .0.08 
z 
図12 管中心速度 (α=1--5) 
O 
1.0 
0.8 
0.6 
0.4ト-Pr，随伺t
一・-Cur(l叫0.2ド一、UfI、叫
o t主2222
O 
O w O 
O O 
図13 速度分布の発達 (α=1 ) 
W o 
図14 速度分布の発達 (α=1 ) 
0.10 
o 
1.0 
O 
1.0 
0.4 
〉・
図15
図16
図17
O W o 
速度分布の発達 (α=2 ) 
O 
W O 
速度分布の発達 (α=5 ) 
等速度線図 (α=1 ) 
1~0.063 1~0.01 3 l皇0.003
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図19 等速度線図 (α=5 ) 
り偏平な状態を保ちながら次第陀発達しているのがわかる。
さらに，長方形管連由直交断面における等速度線図を図17--
19，r示した。
4. 3 助走域憂さと付加損失
長方形管の管入口からの距離Z(rmn)とその位置のマノ
メータ高さH(mm)の観測結果の一部を図20--図22比例示
した。観測結果は管入口から十分はなれた完全発達域のと
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図2 助走域長さ (α=5 ) 
う配直線より，管入口近くで逸脱する。乙の領域が
助走域で，逸脱開始点の管入口からの距離が助走域
長きとみなしうるが，その判定は非常陀むずかしい。
そζで，乙の領域では，観測結果の連結擦を実線で，
完全発達域の外挿線を破線で示し，助走域長さ ZLの
解析結果を×印で図示した。 ζのような図示から，
ZLはReの増加と共に増大するととが確認され，解
析結果は実験結果と，大略，一致する乙とが見い出
される。さらに，助走域長さ ZLの無次元量ZL*と非
ニュートン指数πの関係を図23，ζ示した o ZL*は九
0.20 
0.15 
特同
0.10 
の減少と共に増加するのがわかる。すなわち，非ニ 0.05 
ュ一トン流体では，ニュートン流体K くらべ，助走
域長さは大きくなる。
流体が長方形管の助走域流れにおいて付加的に生
ずる圧力損失を特性づける付加損失係数Kは，
K=P*-η= P*-C・Z事 (27) 
で定義される。乃
』にζ発達しているときの圧力降下で.Z* H:'比例し，
比例係数Cは流体の非ニュートン指数九と長方形管
の縦横比αK依存する。図 7-図9の一点鎖線は，
Pt*とZ*の関係を示したものである o Kは流れが十
分発達すると Z*H:'独立な一定値比漸近する。 ζの
時のKの値がK閣で，助走域を含む十分に長い長方
形管における圧力降下は，
P*=K国 +c.Z‘ (28) 
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と表される。 K聞と九の関係を図241C示した。 K聞は πが小きくなるにつれ，また， αが大きくな
るにつれ，減少するのがわかる。また，乙の図より ，K.帽はニュートン流体の正方形管内流におい
て最大となることも見い出される。
5結輪
非ニュートン指数則流体の長方形管の入口助定域から完全発達域にわたる定常層流について，差
分法による理論解析と圧力降下の実験により検討し，解析法の妥当性を確立した。さらに，数値計
算結果により，非ニュートン指数則流体では，ニュートン流体にくらべ，
(1)助走域における圧力降下は，小さく，非ニュートン指数の減少と共に減少する。
(2) 助走域における管中心速度は，小さく，非ニュートン指数の減少と共に減少する。
(3 )速度分布は，偏平となり，助走域においては，より偏平な状態を保ちながら発達する。
(4 )助走域長さに，大きくなり，非ニュートン指数の減少と共に増大する。
(5 )助走域付加損失は，小さく，非ニュートン指数の減少と共に減少する。
乙とを見い出し，長方形管の形状効果について，
(6) 助走域における圧力降下と管中心速度は，流体の非ニュートン指数民独立に，縦横比の増加
と共に減少する。
乙とを明らかIとした。
おわりに，実験に協力された，瀬野浩史，山崎起男，諏訪善文，坂本勝，水野善子の諸君民感謝
します。また，コンピュータ処理に関する助言に対し，川端信義助手応謝意を表します。
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